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О РЕШЕНИИ СИСТЕМЫ П АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ОТ П НЕИЗВЕСТНЫХ С ПОМОЩЬЮ

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ1

В.А. Степаненко*

В настоящей статье результаты Меллина и Антиповой обобщаются на
случай общей системы п алгебраических уравнений от п неизвестных. Снача-
ла при определенных предположениях получена формула для решения системы,
затем непосредственной подстановкой в исходную систему доказывается, что
полученная формула является ее решением в классе формальных степенных ря-
дов.

В 1921 году Г.Меллин [1] получил формулу для решения общего алгебраического
уравнения, приведя его к виду

y™ + Xly^+...+Xpy™P-l = 0. (1)

Для решения у(х) = у{х±, ...,xp) Г.Меллин привел две формулы: интегральное пред-
ставление в виде интеграла Меллина-Барнса [2] и разложение в степенной ряд, являю-
щийся гипергеометрическим по Горну [3]: отношения соседних коэффициентов ряда
— рациональные функции от переменных суммирования ряда.

Достаточно исследовать основную ветвь у(х) вблизи х = 0 с условием у(0) = 1,
все остальные решения получаются из основного по формуле

У з ( х ) = е з У { ? Т х ь • • • I ? 7 " X P ) >

где г,-первообразные корни из единицы степени т (то есть е™ = 1) (см. также
работы Б. Штурмфельса [4], А.Ю Семушевой и A.R. Циха [5] ). В статье [5] изучены
аналитические продолжения решения у(х) и области сходимости рядов Лорана-Пюизо
для решений yj(x).

Затем И.А. Антипова [6], исследуя задачу о представлении общих алгебраических
функций в виде суперпозиции алгебраических функций меньшего числа переменных,
получила основное решение для нижнетреугольной системы алгебраических уравне-
ний, когда первое уравнение зависит только от первой неизвестной у ь второе - от
первых двух г/1,2/2 и т.д., последнее га-е зависит от всех п переменных у\,.-.,уп-
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деленных предположениях на показатели степеней слагаемых системы и на сходи-
мость прямого и обратного преобразований Меллина получаем формулу для у^(х) =
у[\х)-.. .-у%п(х), затем непосредственной подстановкой мономов ум в исходную систе-
му доказываем, что полученная формула является её решением в классе формальных
степенных рядов.
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Вестник КрасГУ

степенями входящих в нее многочленов с буквенными коэффициентами. Деля каж-
дое г'-е уравнение на свободный член с минусом, вынося моном, содержащий только
степень у,- на первое место и заменяя щ на новое переменное (которое мы обозначим
также t/{), приводим исходную систему к нормальному виду:

У?' + Е Xm\k-m'nky^k ••••• У*" ~ Х = °> (« = 1, ••-,«), (2)
где pi - число слагаемых в г-м уравнении (кроме первого и последнего), т\к <
mi (к = 1,... ,pi), xmi _тг - произвольные буквенные коэффициенты.

Вначале мы намерены получить прямое преобразование Меллина монома
для ум (в частности, уг при векторе \х = (//i, . . . ,//„), стремящемся к
(О,..., 0,1г--ое место, 0,..., 0))

и) = f y'flfl
4 1 !=1 S=1

М\у%и) = f y'flflixM^r'dx, (3)
4

где \р\ = рх + . . . + Рп, М^—сложный мультииндекс: Мг

в = m\s... ml

ns, dx = dxM\ A
. . . Л dlajjvfi Л . . . Л dxMn Л . . . Л dxMn •

Затем к М[у^]{и) применяем обратное преобразование Меллина на основе метода
разделяющих циклов А.К. Циха [7], получаем

Г***du, (4)

г д е (/u = c f u w i Л ... Л ch/A/i Л ... Л rfuAfn Л ... Л dv,Mgn •
Одним из результатов статьи является

Теорема 1. При условии mi > тг-к в (2) и сходимости интегралов (3) и (4) для
любого вектора ц £ Щ_ функция у"(х) = у^(ж).. .у£п(х) задаётся следующим рядом
неконфлуэнтного гипергеометрического типа :

E Е
n p, Pj

t'=l s = l r-1

П р\

Е
A=I s=i

X

Pt
1 _

EE<«)...ч!...£..<£+^EE™i.*f)))ППEE<«)...ч!...£..<£+^EE
A = l s = l n n A = l s = l
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Математический анализ

Доказательство. В интеграле (3) произведем замену переменных:

пs=l P ($1 — символ Кронекера).

(6)

В новых переменных £ имеем:
Р1

^ щ щ i
к=1 к=1

Якобиан перехода от старых переменных х к новым

дх дхщ

s=l
J

имеет блочную структуру:

Рп

Е
к=1

хП1 ... „П 1

где i, j - номера блок-строки и блок-столбца якобиана, а &, г- номера строки и столбца
в каждом блоке.

Вынесем из каждой к-й "сквозной" строки г-й блок-строки ( I D ^ , . . . , П П ^ ) эле-

т-т L~S'
мент Л rs

ms "- первое слагаемое диагонального элемента, находящегося на главной
3=1

диагонали всего якобиана, тогда из г-й блок-строки вынесется множитель

Рг П m'skпп
fc=l s - l

lk
П

= т, . . . Г- = Г; I I Ts

s=l

Вынося из каждой строки якобиана "минус единицу" и вспоминая формулу (6)
Рг

= 1 + Y, €мч получаем перед всем якобианом множитель:
к=1

(7)

3 = 1 J f e = l

Обозначим штрихом блоки после указанного вынесения. Элементы А-й строки
диагонального ;•* и недиагонального jDl (г ф j) блоков соответственно равны:

fit; (А = 1, . . . , pi; /л = 1, . . . , pj).
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В каждом J-M блоке-столбце ^П изо всех столбцов, начиная со второго, вычтем

первый столбец ',DAI (А = 1, рг), получим общий вид диагонального ^П' и недиа-

гонального ^П ! (j ф i) блоков:

m,

*Mi

- 1
- 1

- 1

1

— 1

0

1 . .

0 . .

- 1 . .

. J

. 0

. 0

1

0

0

О 0 . . . О - 1

. - 1

. - 1

ЗРг

т.
1

'Рг 3

О

О

О

.. о \

.. о

... о

в блоке [W pt строк и pt столбцов, а в ^Пг (j ф г) р, строк и j?, столбцов.

В каждой г-й блок-строке 'Пг прибавим к первой ' П ^ (ц1,... ,p s s = ? для диа-
юнальных и s = j для недиагональных блоков) все остальные строки, начиная со
второй. Toiда

Р, Рг Рг

так как по (6) = тг — 1 ,

mt

Вид блоков становится таким:

'-(1 + Е S

а-г

. - 1 о о о о

- 1 0 . . . О О

О - 1 . . . О О

О 0 . . . О - 1

k=\

. - 1

. - 1

о

о (*" Ф Л-
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Математический анализ

Наконец, пользуясь наличием на главной диагонали всего полученного определи-
теля "• минус единицы, приводим его к виду:

• h 0.. .0 ;'Dh 0. . .0 "„пъ о . . .о
О - 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

п =

О 0 . . . - 1 0 0 . . . 0

" П 2 ! 0 . . . 0 lU\x 0 . . . 0

О 0 . . . 0 0 - 1 . . . 0

О 0 . . . 0 0 0 . . . - 1

.0
п2

•nUll

0...0
0...0
0...0

. 0 0 . . . 0

•?! 0...0
0 0...0 0 0...0

О 0...0 0 0...0

ЕР.-"

J = l

Р1 1

+ Е~
P2

k=l m i

р\

Е
Р2

+ Е

п^ о... о
.0 - 1 . . . 0

.0 0 . . . - 1

Р1 _ 1

Pn

к-1
Р2 2

Е™
к=1

Pn

к-\
ГП2

С учетом формулы (7), получаем окончательно вид якобиана:

р. т ,

дх к = 1

 тз • к

Займемся теперь подынтегральным выражением:

Ts

m"

П ) Мк

г-1 k=l s-1

п р, n m t

1=1

(8)

t = l J t=l
"'11 i
" 4

.

• n

_^
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х ..тп
Г,

П Pi

П Е
k=l

С учетом формулы (8) и (9) получаем, что после замены переменных (6) преобразо-
вание Меллина выглядит так:

V" У ТL-fV" У т' и ,)+Т и ,+1

где
Пусть Е — единичная, А — произвольная п х гс-матрицы. Хорошо известна фор-

п
мула линейной алгебры det(E + А) = Е mvk A — сумма всех инвариантов, то есть

k=l

к А]4

рч ч
В числителе формулы (10) АЦ = Е "^г±£м1г

шись свойством полилинейности, получаем:

•'?)' Т 0 Г Д а ; воспользовав-

« ••• ч

ч*

к=\

L, m

*>,! Р . ,

= —1— Е-Е
1 1 • • • ' ' Ь 4 Я .

Окончательно получаем:

тл-

т.-,, . . . т.- •

*=!

я Р Ч Р., »;:л

т,-: •. . . . га,-

(и)
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Математический анализ

Подставим выражение (11) в (10), выделим первое слагаемое, получим:

7 » fj i
п Р,

2 —(Т У то' и ,)+Т и , + 1

9=1

гчп • т„

ТП; rniqjq

X

ч-
+ 1 1 v

n p,

t=l fe=i
n P,

• d f

Полученные интегралы имеют вид, приведенный в справочнике [8, с. 594]:

/ . . . / — — — dx\ A ... Л

о о

где s, Vk > 0, /с = 1 , . . . , п.

Применяя (12), получим

иг-...

(12)

n p.

п р, pi
X

. X
г=1 s=i

n p,

i=l s=l

Pn

+ E ««.- +

E-E
9=1

m
«1
«01 та.

rn.Uq m Iq3q

X

Г^)
8 = 1 » = 1

n P,

t=l s = l

pi
X . . .
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X та р ,

1 i=l s=l
m\lBuM,

рч

х
Jq "я

X
га р ,

JViSL L_ V1 У4

 т\
Р.,

Или

X

га р ,

« = 1 я = 1

^ ттгп m n *—' ^—J n s s ^—' 5 '

:=U=1

П Pi

/ У
г = 1 . 5 = 1 s=\

die
т ,

Р'<7га .. ^ м ^ i ?

9 = 1 "
4]q

. . . ГП:

. . . т.

n p,

- — > J > J m l * u M . ) x

...«к и (
n p,

(13)

К полученному М[у^](и) применим обратное преобразование Меллина (4), где век-
тор 7 выбирается из симплекса

иЕ СР1+-Рп : ReuM, > О,

п Pt

i~\ s=\

Тогда для любого ц G Щ_ функция у^(х) разлагается в ряд Тейлора гипергеомет-
рического типа (5).

Теорема доказана.
Исследования вопросов выделения однозначных ветвей решений, сходимости не-

собственных интегралов (3) и (4), описания областей сходимости рядов (5), развива-
ющих идеи работы А.Ю. Семушевой и А.К. Пиха, впереди; кроме того, ограничения
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Математический анализ

теоремы 1 сужают класс систем уравнений до нормальных систем меллиновского
типа (2), поэтому рассматриваем результат теоремы 1 лишь как подсказывающий
вид решения для общих систем с буквенными коэффициентами в классе формальных
степенных рядов.

Тогда то, что ряды (5) дают решения системы (2) без ограничений на степени
(m, > rn]k) и н а сходимости интегралов (3),(4), необходимо проверять непосредст-
венной подстановкой (5) в (2).

Теорема 2. Формальные степенные ряды (5) дают решения системы (2).

Доказательство.
Рассмотрим следующие значения вектора //: (/ль . . . ,//и) = ( 0 , . . . , т г - , 0 , , . . ,0),

PAPA

Обозначим iVA = Е msjkj, тогда из формулы (5) получаем:

Уг

А=1 А=1 Л=1 Л=1
х

A=l r = l A=l г=1

Рп

г = 1

x

A=l A=l

хм1,У — K i K

n

 K i K

P,
 K i K

Pn •
X

А=1 А=1 А=1

А = 1 г = 1 А = 1 г = 1 A=l

Рп

г=1
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(£ Е
\ т

г1

mtml2...mlq

'I.i
ДГ82 у«2 угг

г 12 ' lq

1\
" 12

X

А=1 А=1

mn...mlq_lml

m

У

x

xl
A=l A=l

XXM} • • • XM[ • • • xM;t • • •
К

M'

У P X

x-

л

A = l A=l

n

A = l X

A=l r = l A=l r = l A=l

X :E E
mtrnl2...mt

.. Л 7

К4 К

X

XI
A=l A=l
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£ £
N!

Кч~]

К

X

A=l A=l

Формула представляет моном уд для произвольного уд, поэтому подс1ановка в
уравнения системы (2) сводится к конкретному выбору \i и повышению на единицу
степени хМг в мономе хк

м.

Сложим полученные выражения уг

т' + xM*yMl + . . . + хм, умр>, сгруппируем и
воспользуемся тождеством Бине-Коши, хорошо известным в линейной алгебре:

А=1 А=1

+£ E -о-
к к
МП МП

Kl К

Iq
iVn

A)EEO

A=l A=l

(здесь и всюду в этой статье квадратные скобки вида \%\ ,г9] означают пропуск
соответствующих множителей или слагаемых). Приводим только выражение в скоб-
ках:

1

где

«.= Е

n - n * a

iV,) . . . (—> ft,x)...(— > N,
тг

 z - ' mn *-^
A = l * A = l A = l

1

тч...тч

" " • ' «

ег ... к: A=l

9=1

А=1

Е
mtml2...m4

.. m;к к
К4 К

А=1 Л=1
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Е
<гя=г<п

тп...тч_1тг КГ1

ml, ml

N!1

A=l Л=1

E т%т„...т1

NT К

12

т гчрг

q

Nlq

гч

X

х(
A=l A=l

Е mn...mt хтг

N4

КГ
mnP< ml ,_ m*

A=l A=l

тг,...т1о

E
* t l N1,1

Nl" A=l A=l

E
<гч<п

т\Л т12Л ••• rn\ik[
NT

K" Kl .. NT
iq

К2

K

Kl

Kl к
X

Xi
A=l A=l
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Е кг
ml ul i

К
»

Kq

q:l К4"1

Л'ТП

Ttq-1

Е

A=l

Е

К

,.. ,гчфг)

к

к:

N12

г

9 ~ 1 ' 9

К А=1

( Е ^ А

А=1

А=1

А=1

А=1

+ Е

N!} lq-\

N;
A=l A=l

т,\...тг...тп

E (E
A = l A=l

Остались еще суммы с формированием следующих массивов индексов:

Е Е Е

Схема остается той же с отсутствием множителей к% ! , . . . , Щ \ среди факториалов,
к1 кг

слагаемых кг + ... + к% в показателе степени (-1), мономов xj}t .. .xJft в перемен-
11 3s

Рг

ных и з а м е н о й Л/"* = ^ "г1

гл^А ( г = 1,---,^) на Л г \ i •], в к о т о р ы х н е т с л а г а е м ы х
А— 1

ш гл^л + • • • + mnsK3- Самое первое слагаемое при к\ — . . . = kl

pi = к\ = . . . = kl

pi —

... = к? = ... = Щп = 0 равно 1.
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Теорема 2 доказана.
При п = 1 и в случае нижнетреугольной системы получаются формулы Г.Меллина!

и И.А.Антиповой.
Автор выражает благодарность А.К.Циху за постановку задачи и внимание к ра-

боте. А.М.Кытманову и В.М.Трутневу — за предложение искать решение в классе
формальных степенных рядов и непосредственной подстановки решения в исходную
систему для проверки и доказательства и В.П.Кривоколеско — за набор текста и
формул.
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